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1. Einleitung, Literatur

Der Begriff "Chemometrie" ist nicht scharf definiert. Sieist eine chemische Disziplin, die verschiedene
mathematische und statistische Verfahren einsetzt, um optimale Messverfahren auszuwéahlen und um
die Messdaten zu interpretierbarer Information weiterzuverarbeiten. Alle formellen Methoden der
analytischen Chemie fir die Optimierung einer Methode oder einer Messung, sowie flr die
Auswertung von M essdaten werden Ublicherweise zur Chemometrie gezahlt.

Viele der chemometrischen Techniken sind 1angst bekannte statistische Verfahren. Sie sind jedoch aus
verschiedenen Grinden erst in letzter Zeit in der analytisch-chemischen Praxis relevant geworden. Die
rasche Verbreitung chemometrischer Techniken hat mit der Allgegenwart des Computers im
Laboratorium zu tun. Computerisierte Instrumente liefern héufig eine so grosse Datenmenge, dass die
Resultate ohne mathematisch-statistische Verfahren gar nicht analysierbar sind. Vermehrt werden an
I nstrumentencomputern chemometrische Programme mitgeliefert. I1hre Anwendung ohne Grundkennt-
nisse der Methoden kann irrefiihrende Resultate produzieren.

Da ein Charakteristikum vieler chemometrischer Techniken die Mehrdimensionalitét ist, sind die
Grundlagen der Methoden mit der Matrixalgebra einfach und kompakt darstellbar. Im Rahmen der
Vorlesung werden deshalb zunéchst die fir die Chemometrie wichtigen Aspekte der Matrixalgebra
rekapituliert. Dabei wird viel Gewicht auf die anschauliche, intuitiv zugangliche Interpretation gelegt.
Ubungen mit Tabellenkalkulation sollen helfen, das Gefiihl fir die grundlegenden Zusammenhange zu
entwickeln.

Anschliessend wird die Anpassung linearer Modelle an Daten behandelt. Eine der wichtigsten
Anwendungen der Modellbildung ist die Optimierung und die damit verbundene V ersuchsplanung.
Deshalb wird die Anwendung linearer Modelle in diesem Zusammenhang ausfuhrlich getibt.
Schliesslich werden multivariate Kalibrationstechniken vorgestellt.
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2. VVektoren und Matrizen, Excel

Viele Teilgebiete der Chemometrie kdnnen als Verallgemeinerungen der Statistik eindimensionaler
Daten in die Statistik vieldimensionaler Daten verstanden werden. Die Algebra wird durch eine
Matrixalgebra ersetzt. Demenstprechend ist ein Denken in Matrizen fur das Verstandnis der
Chemometrie vor zentraler Bedeutung. Da die Matrixal gebra eine kompakte Schreibwei se komplexer
Zusammenhange erlaubt, sind die Zusammenhange nach einer Gewohnung an die Matrixschreibweise
sogar einfacher verstandlich.

Im Rahmen dieser Vorlesung werden nur die notwendigsten Grundlagen der Matrixalgebra
rekapituliert. Eine ausfuhrliche Behandlung findet sich in den Werken von Basilevsky (umfassend aber
etwas unlbersichtlich, viele Druckfehler), Searle und Green (sehr einfache und anschauliche
Behandlung der notwendigsten Grundlagen, vgl. Literaturliste). Geometrische Analogien sind fur das
Verstandis der Matrixoperationen oft hilfreich, und werden deshalb hier besonders berticksichtigt.

2.1. DEFINITIONEN

Eine Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema. Sie wird Ublicherweise mit einem fettgedruckten
Grossbuchstaben symbolisiert. Das Element der i-ten Reihe und j-ten Kolonne einer Matrix A, ist g i

N1 dp - - Fi
D1 Ay . . By
A = . . .
G182 - - Gk

Durch Vertauschen der Zeilen und Kolonnen erhdlt man die Transponierte einer Matrix. Die
Transponierte der Matrix A wird als A oder als AT bezeichnet.

k n

Eine Matrix, mit einer einzigen Kolonne ist ein Kolonnenvektor (mit fettgedrucktem Kleinbuchstaben
symbolisiert), eine mit einer einzigen Zeile ist ein Zeilenvektor (die Transponierte eines
Kolonnenvektors, mit fettgedrucktem Kleinbuchstaben mit Apostroph oder mit hochgestelltem Index T
symbolisiert).

Chemometrie Kapitel 2. 2. Vektoren und Matrizen, Excel
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Eine quadratische Matrix hat gleich viele Zeilen wie Kolonnen. Eine quadratische Matrix ist

symmetrisch, wenn fur alle Werte von i und j g;=a; (A=AT). Wenn alle Elemente ausser den

Diagonalelementen (a;) gleich null sind, ist die quadratische Matrix diagonal.

Die Einheitsmatrix | (auch I, bezeichnet, wenn man die Ordnung n explizite mitteilen will) ist eine
diagonale Matrix mit den Diagonalelementen von 1.

Die Nullmatrix O ist eine Matrix mit allen Elementen g;=0. 1, (1I) ist ein Kolonnenvektor
(Zeilenvektor) der Lange n mit den Elementen 1.

2.2. EINFACHE OPERATIONEN
Addition

Bel der Matrixaddition ist jedes Element der Summenmatrix die Summe der entsprechenden Elemente
AT +BT.
Multiplikation mit einem Skalar

Bel einer Multiplikation mit einem Skalar wird jedes Element der Matrix mit dem Skalar multipliziert: E
= kA bedeutet, dass g;=ka; fur ale i und j. Die Multiplikation mit einem Skalar ist assoziativ
(K1(koA)=(k1ko)A) und distributiv ((k;+k,)A=k;A+k,A). Im weiteren gilt: AKB=kAB.

Matrixmultiplikation

Eine Matrix mit m Zeilen und n Kolonnen A ,,,, kann mit einer Matrix mit n Zeilen (und beliebiger

Anzahl Kolonnen) rechtsmultipliziert und mit einer Matrix mit m Kolonnen linksmultipliziert werden.
Das Produkt einer Multiplikation Ap,nB,,=C,,, wird Matrixelemente haben, die folgendermassen

bestimmt sind:
n
Cij= X &by
k=1
Auch wenn die Dimensionen der Matrizen die Bildung beider Produkte AB und BA erlauben, ist im

allgemeinen AB#BA (die Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ).

Diesen Regeln entsprechend resultiert aus der Prémultiplikation einer Matrix mit eéinem Zeilenvektor ein
Zeilenvektor (a') und aus der Postmultiplikation einer Matrix mit einem Kolonnenvektor (a) ein
K olonnenvektor. Das Produkt ab T (K olonnenvektor rechtsmultipliziert mit eéinem Zeilenvektor) ist eine
Matrix (ausseres Produkt), und aTb ein Skalar (inneres Produkt). a'a ist die Summe der Quadrate der
einzelnen Komponenten von a.

Die Multiplikation mit einer Einheitsmatrix lasst die Matrix unverandert: Al=A und |A=A.

Chemometrie Kapitel 2. 2. Vektoren und Matrizen, Excel
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..........

Die Matrixmultiplikation ist assoziativ: ((AB)C=A(BC)) und distributiv (A(B+C)=AB+AC sowie
(B+C)A=BA+CA). Die Transponierte eines Produkts ist gleich dem Produkt der transponierten
Matrizen in umgekehrter Reihenfolge: (ABC)T=CTBTAT.

Im Gegensatz zur Multiplikation von skalaren Grossen bedeutet AB=AC (bei A#0) nicht dass B=C.
Analogerweise bedeutet AB=0 nicht, dass entweder A oder B gleich null ist. Das Produkt einer Matrix
mit ihrer Transponierten (AAT und auch ATA) ist eine symmetrische Matrix.

Die Pramultiplikation einer Matrix mit einer diagonalen Matrix D fuhrt zu einer Matrix, in der jedes
Element einer Zeile durch das urspriingliche Element x das Element in der entsprechenden Zeile der

Diagonalmatrix gegeben ist:

D A DA
3 00 1 2 3 4 3 6 9 12
[0 2 0} [2 1 4 3}:[4 2 8 6}
0 01 3211 321 1

Analoges gilt fir die Kolonnen einer Matrix nach Postmultiplikation mit einer diagonalen Matrix.
Excel

Bei der Matrixmultiplikation mit dem Tabellenkalkulationsprogramm Excel muss die
richtige Dimension der resultierenden Matrix aktiviert werden. Anschliessend ist der
Befehl "=MMULT(ai:cj,dk:el)" (ai:cj und dk:el definieren dabei die beiden zu
multiplizierenden Matrizen, sie entsprechen der oberen linken und unteren rechten Ecke).
Der Befehl ist eine " Arrayoperation” und muss mit "Command-Enter” eingegeben werden.

Ubung

Chemometrie Kapitel 2. 2. Vektoren und Matrizen, Excel
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Berechnen SieM =% 1, 17 X und Y=X-M

Determinanten

Die Determinante einer Matrix A ( bezeichnet durch "det A" oder durch "|A[") ist eine nur fir
quadratische Matrizen definierte Grosse. Sieist eine Zahl, die eine Funktion der Matrixelemente ist. Da
die allgemeine Definition einer Determinante recht unanschaulich ist, soll hier eine Prozedur zur
Ermittlung der Determinante kurz skizziert werden:

1. Man soll alle Produkte ermitteln, die aus den Elementen der mxm Matrix gebildet werden kdnnen,
so dass aus jeder Zeile und jeder Kolonne nur ein Faktor genommen wird (es gibt m! Produkte,
d.h. 6 fir eine 3x3 Matrix):

ap1 S 833 app 83 831 ai3 % 832

a13 S 831 ai1 83 83 a1p % 833
2. Die Produkte sind so geordnet, dass die Subskripte der Zeilen von links nach rechts zunehmen.
Nun soll jeweils gezdhlt werden, wievielmal die Elemente vertauscht werden miissen, damit die

Kolonnensubskripte von links nach rechts zunehmen (es sind 0,2,2 bzw 3,1, und 1). Jedes
Produkt soll nun mit (-1)t multipliziert werden, wobei t die Anzahl der Tauschoperationen ist.

3. Dieenzenen Produkte sollen aufaddiert werden. Fir die 3x3 Matrix ist:
|A|=ay 1800833184 2893831+ 3801 83081 38028313 1 80383081 239183

Die Determinanten haben einige wichtige Eigenschaften:

- Wenn zwel Zeilen oder zwei Kolonnen einer Matrix A vertauscht werden, so gilt fir die Determinante
der so erhaltenen Matrix B, dass |B|= -|A|.

- Die Determinante einer Matrix ist gleich null, wenn alle Elemente einer Zeile oder einer Kolonne
gleich null sind.

- Die Determinante einer Matrix ist gleich null, wenn zwei Zeilen oder zwei Kolonnen gleich gross
sind. Noch allgemeiner: sie ist gleich null, wenn irgendeine Zeile (oder Kolonne) als
Linearkombination von anderen Zeilen (Kolonnen) ausgedriickt werden kann.

- Die Determinante einer Matrix und ihrer Transponierten sind gleich gross (JA|=JAT)).

- Die Determinante des Produkts zweier Matrizen ist das Produkt der Determinanten der beiden
Matrizen: |JAB|=|A||B].

- Wenn jedes Element einer Zeile (Kolonne) mit einem Skalar multipliziert wird, und das Produkt zu
den entsprechenden Elementen einer anderen Zeile (Kolonne) addiert wird, bleibt die Determinante
unverandert.

- Eine Matrix heisst singulér, wenn ihre Determinante gleich null ist.

- Der Rang einer Matrix entspricht der Ordnung der grossten (quadratischen) Submatrix, deren
Determinante ungleich null ist. Eine Submatrix kann aus einer Matrix durch Weglassen einer
beliebigen Anzahl von Zeilen und/oder K olonnen gebildet werden.

Chemometrie Kapitel 2. 2. Vektoren und Matrizen, Excel
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Excel

Die Determinante einer Matrix kann mit dem Tabellenkal kul ationsprogramm Excel mit dem
Befehl "=MDETERM (ai:ck)" berechnet werden.

Inverse einer Matrix

Eine nichtsingul&re quadratische Matrix A hat eine Inverse A1, die der folgenden Relationen gentigt:
AA1=AIA =1 (I istdieEinheitsmatrix)

Fur eine 2x2 Matrix ist die Berechnung der Inversen sehr einfach:

a_ 1| @ 3 _
Al= |A|[_321 2, |Al=ay1890-315801

Die Inversion von nicht allzugrossen Matrizen kann mit Computerprogrammen (inklusive einiger
Tabellenkalkulationsprogramme, z.B. Excel) leicht durchgefihrt werden. (Excel Befehl:
"=MINVERSE(ai:ck)").

Die Inverse eines Produktesist das Produkt der Inversen in umgekehrter Reihenfolge:
(AB)1=B"1A1L
Dielnverse der Inversen ist die Matrix selbst:
(A h)1l=A,

DieInverse einer Matrix, multipliziert mit einem Skalar, ist die Inverse multipliziert mit dem reziproken
Skalar:

(kA) 1= (k)AL
Die Inverse der Transponierten ist gleich der Transponierten der Inversen:
(AT)-l - (A-l)T_

Die Inverse einer diagonalen Matrix ist eine diagonale Matrix, deren Elemente gleich dem Reziproken
der urspriinglichen Diagonalelemente sind:

Al = diag(d?).
Orthogonale Matrizen

Eine quadratische Matrix C ist orthogonal, wenn CTC=1=CCT (d.h. die Transponierte entspricht der
Inversen, C1=CT). Die Zeilenvektoren und die Kolonnenvektoren einer orthogonalen Matrix sind
zueinander orthonormal (d.h. uTu=1 und uTv=0, vgl. unten). Nicht jede Matrix mit orthonormalen
Zeilenvektoren oder orthonormalen Kolonnenvektoren ist orthogonal:

Chemometrie Kapitel 2. 2. Vektoren und Matrizen, Excel
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Bsp.: P = [ é 2 8 enthdlt zwar orthonormale Zeilenvektoren, sie ist aber keine orthogonale
Matrix.

| dempotente Matrizen

Eine Quadratische Matrix M ist idempotent wenn MM =M. |dempotente Matrizen sind (ausser einem
Speziafal: der Einheitsmatrix) immer singulér. Sie sind Projektionsmatrizen (vgl. unten). Wenn eine
Matrix M symmetrisch und idempotent ist, dann entspricht die Multiplikation mit dieser Matrix einer
orthogonalen Projektion. Im weiteren gilt dann: (1-2M)T(1-2M) = | d.h. die Matrix (1-2M) ist
orthogonal und nicht singuldr. Symmetrische, idempotente Matrizen sind in der multivariaten Statistik
von besonderer Bedeutung.

Bsp.: eine Zentrierungsmatrix H, =1 - % 1,, 17, ist idempotent so dass:
(HX)TH X = XTHTH X = XTH X.

Sour einer Matrix

Die Spur (engl. trace) einer quadratischen Matrix ist die Summe der Diagonalelemente. Spur (AB) =
Spur (BA) (damit beide Produkte definiert sind, mussen die Dimensionen A, und B, sein).

Dementsprechend gilt fur die Spur der aus einer nxp Matrix X gebildeten Projektionsmatrix:
X(XTX)IXT (vgl. spéter):

Spur(X (X TX)1XT) = Spur(X TX (X TX)1) = Spur(l,) = p (Man soll beachten, dass die
Projektionsmatrix eine nxn Matrix ist).

Die Spur einer symmetrischen, idempotenten Matrix ist gleich ihrem Rang. Die Dimension des
Raumes, in die man durch eine aus X, gebildete Projektionsmatrix projiziert, ist also p.

Die Quadratsumme aller Elemente einer Matrix A, kann mit der Spur einfach ausgedruickt werden:

Spur(ATA) = X 3 o

i=1j=1
Eigenwerte und Eigenvektoren von Matrizen

Gewisse quadratische Matrizen A kénnen in ein Produkt folgender Art aufgespalten werden:

A=PAP1

A ist dabei eine diagonale Matrix. Die Diagonalelemente A; sind die Eigenwerte der Matrix A. Die
Kolonnenvektoren von P sind ihre Eigenvektoren.

Man erhdlt die Eigenwerte durch Ldsung des Gleichungsystems

Chemometrie Kapitel 2. 2. Vektoren und Matrizen, Excel
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A p; =i p;
Durch Umformung:

Api-EAjipi=(A-EA)p=0

Ausser der Triviallésung p; = O ist diese Gleichung firr |A - E Aj| =0 erfillt. Der Wert der

Determinante ist fir eine nxn-Matrix A durch ein Polynom n-ten Grades gegeben und hat im

allgemeinen Fall n Lésungen. Es ist jedoch mdglich, dass Ldsungen komplex sind, dass L ésungen
mehrfach vorkommen oder dass eine oder mehrere L ésungen gleich null sind.

Durch Substitution der Lésungen A; in der Gleichung erhdlt man die entsprechenden Eigenvektoren p;.

Diese sind aber nur bis auf einen multiplikativen Faktor definiert, d. h. wenn p; ein Eigenvektor ist, so
ist auch k p; ein Eigenvektor. tblicherweise werden die Eigenvektoren auf einheitliche Lange normiert.

Aus dem Zusammenhang

A=PAP!
folgen:

AP=PA
und

A=PlAP

Die Eigenwerte und Eigenvekoren symmetrischer Matrizen mit realen Matrixelementen sind real.
Zudem sind die Eigenvektoren orthogonal, wenn die Eigenwerte paarweise verschieden sind. Die
Matrix der Eigenvektoren wird dann eine orthogonale Matrix. Die Inversen kdnnen in den oberen
Gleichungen durch Transponierte ersetzt werden:

A=PAPTundA=PTAP

Die Eigenwerte von Matrizen, die als ein Produkt ATA angegeben werden kénnen, sind nichtnegativ.
Die Anzahl der von null verschiedenen Eigenwerte gibt in diesem Fall den Rang der Matrix A (und von
ATA) an.

Die Gleichung A p; = Aj p; kann geometrisch als Streckung verstanden werden, die die Matrix A auf
ihre Eigenvektoren ausiibt.

Einfache Satistik mit Matrixoperation

Irgendeine Serie von Zahlenwerten (z.B. eine Reihe von Messwerten) kann als ein n-dimensionaler
Vektor angeschaut werden. Mehrdimensionale Messwerte entsprechen einer Matrix (Datenmatrix). Sie
werden Ublicherwei se folgendermassen angeordnet:
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m Messdaten

Objekt 1

Objekt n

n Objekte

Die m Messdaten kénnen z.B. m Wellenlangen eines Diodenarraydetektors sein oder auch m
verschiedene Messgrossen (verschiedene Analysenmethoden) die an jedem der n Objekten ermittelt
worden sind.

Eindimensionae Daten (Datenvektor y)
Mittelwert y= 13 y=11Ty
Summe der Fehlerquadrate:

)2
Y (ViY)2 =X v - % =yTy - T (TDATY) = yTHy mit =l - (51, 17)

Varianz:
1
P=7YTHyy
Far mehrdimensionale Daten erhdlt man mit der analogen Matrixoperationen die Varianz-

Kovarianzmatrix S;

S iATA-;

= - (AT1)(1TA)= ATH A

Die Diagonalelemente sind die Varianzen, die Ausserdiagonalelemente die Kovarianzen der
entsprechenden Variablen.

XX Y1-Y 24-Z
H nA: Xz'Y yz'y Zz'z

XaX Y3y Z3-Z
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Z(Xi'f)z Z(X-X)(y;-Y) Z(xi-X)(z-2)
S= i ATHA = | 20600 2092 2 9ED) |=
- 2(xi-X)(z-2) Z(Y;-V)(z-2) Z(zi-f)z

T var(x) cov(x,y) cov(x,z)}

cov(x,y) var(y) cov(y,z)
L cov(x,z) cov(y,z) var(z)

Die Bedeutung von Varianz und Kovarianz ist im Folgenden kurz rekapituliert. Mittelwert u und
Varianz 62 sind Eigenschaften der Verteilung einer Zufallsvariablen € und als solche theoretische
Werte. (E[.] ist der Erwartungswert einer Grosse.)

u=E[g]

62 =E[(E-1)2]

Auf Grund von N Beobachtungen dieser Zufallsvariablen x1, x2, ...,xN lassen sich Mittelwert und
Varianz abschétzen

1D
H=m=_ % X
i=1
1 n 1 n n
02~2= n-1 Z(Xi -m)Z = n-l(z X2 -m 2 Xi)
=1 =1 =1
Kovarianz

Die gemeinsame Verteilung zweier zusammengehoriger Zufallsvariablen (x,h) sind durch eine
zweidimensionale Vertellung charakterisiert. Ein charakteristischer Parameter dieser zweidimensionalen
Verteilung ist neben den Mittelwerten (ug und ) und Varianzen (csg2 und GT]Z) die Kovarianz o¢n).

Die Kovarianz ist ein Mass fir den Zusammenhang zwischen & und 0.

ogn = E[(C-He)(-tn)]
Die Abschétzung aufgrund von N Beobachtungspaaren (x1 ¥Y1),(X2 y2), ..., (XN YN) ist:

N N N

S&n = Sy = g Y06 - MO - my) = g (3 xivi - my Y x)

i=1 =1 =1

Fur die Beschreibung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer mehrdimensionalen
Normalverteilung wird die Varianz-Kovarianzmatrix anstelle der Varianz bei der eindimensionalen
Normalverteilung eingesetzt.
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Eindimensionale Normalverteilung:

X-J
(0

() = (202 V2 exp{ -5 ()3 = (2102 V2 exp{ 3 (x-1) (03 L1}

Vieldimensionae Normalverteilung:
1
f(x) = (2nX) ™2 exp{ -5 (x-w) " Z1(x-p)}

Y ist dabei die Varianz-Kovarianz-Matrix (die Schétzung dafiir ist S). Produkte der Form: al Xa nennt
man quadratische Formen. Im allgemeinen entsprechen sie einer (Hyper)Elliplse. Ist die Varianz-
Kovarianz Matrix diagonal (keine Kovarianz) dann sind die Hauptachsen der Ellipse parallel der
Koordinatenachsen. Sind die beiden Diagonalelemente zudem gleich gross, so erhdlt man einen Kreis
(Kugel, Hyperkugel) statt einer (Hyper)Ellipse.

Aus der Varianz-Kovarianzmatrix kann man die Korrelationsmatrix wie folgt ableiten. Zuerst erzeugt
man eine Diagonalmatrix D, die die jeweiligen reziproken Standardabweichungen enthélt (vgl. Anhang
2). Die Korrelationsmatrix ist dann:

R=DSD

Die Diagonalelemente der Korrelationsmatrix haben den Wert 1, die Ausserdiagonalelmente sind die
K orrel ationskoeffizienten der entsprechenden Paare von Variablen.

Korr el ationskoeffizient

Ein normiertes Mass fir den Zusammenhang ist der Korrelationskoeffizient p mit Werten zwischen -1
und +1.

o= oen
(SE"Gn
Fur eine Abschétzung des Korrelationskoeffizienten gilt:

p=r=2
xSy

2.3. GEOMETRISCHE INTERPRETATIONEN

2.3.1. Geometrische Interpretationen von Vektoren
Vektor
Ein n-dimensionaler Vektor: (a' = [ay, &, ..., &,]) entspricht einem Punkt in einem n-dimensionalen

Raum (oder kann als ein Vektor der vom Ursprung des K oordinatensystems zu diesem Punkt zeigt,
aufgefasst werden). Die Betrage der einzelnen Komponenten (|g[) sind die Léngen, die man nach einer
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senkrechten Projektion auf die entsprechenden Koordinaten erhélt. Das Vorzeichen zeigt an, ob die
Projektion auf die positive oder auf die negative Achse fallt.

Eine kxn-Matrix Ay, kann a's eine Sammlung von k n-dimensionalen Zeilenvektoren oder von n k-

dimensionalen Kolonnenvektoren vorgestellt werden. Sie entsprechen k Punkten in einem n-
dimensionalen Raum oder n Punkten in einem k-dimensionalen Raum. Entsprechend dieser
Interpretation kann eine (eindimensionale) Reihe von n Messungen als ein Punkt (Vektor) in einem n-
dimensionalen Raum vorgestellt werden. k Messrethen der Lange n ergeben eine kxn-Matrix.

Basisvektoren

Richtung und Skalierung der Koordinatenachsen konnen mit Hilfe der Basisvektoren angegeben
werden. In einem karthesischen Koordinatensystem haben sie eine einheitliche Lénge und zeigen in
Richtung der einzelnen K oordinatenachsen. Dementsprechend hat der i-te Basisvektor eine 1 an der i-
ten Stelle und sonst Nullen.

V4
* e1 (1,0,0)
L. T
.., d122) °2 010
e, ! €3 (0,0.1)
e, !
2 l y

Alle Vektoren der entsprechenden Dimension kénnen als Linearkombination der Basisvektoren
angegeben werden:

n 1 0 0 1
a= aif%=191+292+2€‘3=1[0}+2[1}+2[0}:[2}
gj_ 0 0 1 2

Dies gilt auch dann, wenn die Basisvektoren nicht orthogonal (senkrecht zueinander) und nicht
normiert (Einheitdénge) sind.

Der Euklidische Raum

Ein n-dimensionaler Euklidischer Raum ist die Sammlung aller n-dimensionalen Vektoren, fir die die
folgenden Operationen erlaubt sind: Addition, Substraktion und Multiplikation mit einem Skalar.

Fir jedes Paar von Vektoren ist eine nichtnegative Zahl, die Euklidische Distanz zwischen den
Vektoren definiert (vgl. Gesetz von Pythagoras):

la—b =+ (a— by)? + (8 — bp)? + ...+ (ay — bn)2 =+/(a-b)T(a-b) =vaTa+b'b-2a"b
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Die Lange eines Vektors

ursprung:

||e\||=\§af+a% +...+aﬁ =\/aTa

alaist das"innere Produkt" des Vektors mit sich selbst.

Richtungscosinus

Ein Vektor ist normalisiert (auf die Lange 1), wenn jede seiner Komponenten durch seine Lange
dividiert wird. Die so erhaltenen Komponenten entsprechen cos o, o,; ist der Winkel des Vektors
relativ zur i-ten Achse:
a;

coso,j = —
A
Da 2a1-2 = ||a||2 ist, wird ¥ cos? o; =1. Wenn cos o; = 0 ist, liegt der Vektor orthogonal (senkrecht)
zur entsprechenden Achse.

Geometrische Interpretation der Vektoraddition und der Multiplikation mit einem Skalaren

Geometrisch ist das Resultat einer Vektoraddition ¢ die Diagonale des Parallelograms, welches durch
die beiden Summanden a und b definiert ist. Im Fall der Addition mehrerer Vektoren ist das Resultat
die Diagonale eines Parall el epipeds (n-dimensional es Parallelogramm):

Das Resultat einer Multiplikation mit einem Skalar ist ein Vektor der in die gleiche Richtung zeigt (ist
kolinear):

2a

v
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ka,
ka= kaz
kag

Linearkombination

Die Kombination der beiden Operationen (Addition und Multiplikation mit einem Skalar) ist eine
Linearkombination. Durch Linearkombination kann von n linear unabhéngigen (vgl. unten) n-
dimensionalen Vektoren jeder andere n-dimensionale Vektor erzeugt werden.

Winkel zwischen zwel Vektoren

Der Winkel zwischen zwel Vektoren folgt aus der Trigonometrie (Kosinussatz):

4

c2= a2 + b? - 2ab coso
2 2 2 2
cll” = Jla-b][~ =l +|lb]* — 2alllb| cosoap

2 2 2
_ [al” +[bl” ~[a-b]
2|alb]

Fir orthogonale V ektoren (0=909) ist ||a- b||2 = ||aj|2 + ||b||2

oder: coso.g,

Geometrische Bedeutung des Skalar produkts

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist das Produkt ihrer Langen mal der Kosinus des von ihnen
eingeschlossenen Winkels:

a'b

|allfol

In einem orthogonalen Koordinatensystem (orthogonaler Basis) ist diese Definition gleichbedeutend
mit der oben eingefiihrten Definition des inneren Produkts (a'b = Yab,), da nach dem K osinussatz:

a'b = [allb]cosrg,  COSOL, =

1
lallo]coscrp, = - (jal? + ol ~a- b | = Zayby
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Lineare Abhangigkeit

Der Satz der Vektoren g ist linear abhangig, wenn die Gleichung
kigy + koo + ... + Kpa, =0

eine nichttriviale Losung aufweist (d.h. eine andere Losung als ky=k,= ... =k,=0). Dies bedeutet,
dass mindestens einer der Vektoren als Linearkombination der anderen ausgedriickt werden kann, z.B.

_ _keagtkoapt. Ky g8 K 8t HKgay
= .

d.h. er "bringt" keine neue Dimension. Irgendein Satz von p n-dimensionalen Vektoren ist linear
abhangig, wenn p>n ist. Die Dimension eines Raumes entspricht der maximalen Anzahl von linear
unabhangigen Vektoren des Raumes.

Ein Satz von p linear unabhangigen Vektoren "spannt” einen p-dimensionalen Euklidischen Raum auf,
d.h. alle Vektoren dieses Raumes kdnnen als Linearkombination dieser p Vektoren beschrieben
werden. Dieser Satz ist dann eine Basis des n-dimensionalen Raumes. Eine orthonormale Basi s besteht
aus orthogonalen V ektoren (Skalarprodukt =0) mit der Einheitdange.

2.3.2. Geometrische Interpretation von Matrixoperationen und von Deter minanten

Geometrische Interpretation der Matrixmultiplikation

Ein n-dimensionaler Vektor definiert einen Punkt in einem n-dimensionalen Raum. Eine kxn-

dimensionale Matrix entspricht dann einer Punkteschar von k Punkten im Raum. Durch Multiplikation
des n-dimensionalen Vektors mit einer nxn Matrix erhdlt man einen anderen n-dimensionalen V ektor,

d.h. einen anderen Punkt. Sémtliche Multiplikationen eines Vektors mit einer Matrix kann man sich
also geometrisch vorstellen al's eine Transformation eines Punktes in einen anderen Punkt.

Eine aternative Vorstellung wére, dass man durch die Matrixmultiplikation den Punkt an Ort und Stelle
bel dsst, aber die Koordinaten des K oordinatensystems so transformiert, dass der gleiche Punkt nunim
neuen Koordinatensystem andere Koordinaten hat. Wir werden zuerst die erste Vorstellung anhand
einer Reihe von Beispielen erlautern und dann die K oordinatentransformation behandeln.

Schliesslich wird sich die Frage stellen, wie eine Transformation in einem Koordinatensystem (in einer
Basis) in einem anderen Koordinatensystem (Basis) ausgedriickt werden kann. Diese Vorstellungen
werden eine anschauliche Sicht verschiedener multivariater Techniken erlauben. Die Beispiele sind der
Einfachheit halber alle zweidimensional, die Aussagen gelten aber fur beliebig viele Dimensionen.
Umkehrbare Transformationen entsprechen Multiplikationen mit invertierbaren Matrizen T (durch
Multiplikation mit der Inversen der Matrix, wird die Transformation riickgangig gemacht, da
T1TM=IM=M).

Neben reversiblen Transformationen gibt es auch solche, die nicht umkehrbar sind, weil durch die
Transformation Information verlorengeht. In diesen Fallen ist der Rang der Transformationsmatrix
niedriger als die Dimension des urspriinglichen Vektors; der Punkt wird in einen Raum von
niedgrigerer Dimension projiziert. Fir eine senkrechte Projektion von Punkten auf eine Gerade ist
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beispielsweise die umgekehrte Transformation nicht eindeutig, da unendlich viele Punkte auf den
gleichen Punkt der Gerade projiziert werden. Der Rang einer Matrix entspricht der Anzahl der linear
unabhangigen Vektoren, d.h. der Dimension des durch die Matrix definierten Unterraumes, und
dadurch der durch die Multiplikation mit der Matrix beibehatenen Dimensionen.

Geometrische Inter pretation der Determinanten

Geometrisch kénnen Determinanten wie folgt vorgestellt werden: Die n Kolonnenvektoren einer
quadratischen n x n Matrix spannen ein Parallelepiped im n-dimensionalen Raum auf (Parallelogramm
im zweidimensionalen Raum). Der Beitrag der Determinanten ist das n-dimensionale Volumen des
Parallelepipeds. Das Volumen wird dann gleich null, wenn das Parallelepiped ein weniger as n-
dimensionaler Korper (d.h. "plattgedrtickt") ist.

Die Wirkung der Multiplikation mit einer Matrix auf das (n-dimensionale) Volumen eines Koérpers
hangt direkt mit der Determinanten der Matrix zusammen. Wird durch eine Reithe von Vektoren (diein
eine Matrix zusammengefasst werden konnen) ein Objekt definiert, und dieses Objekt durch
Multiplikation mit einer Matrix (Transformationsmatrix) transformiert, so ist das Verhdltnis der n-
dimensionalen Volumina des transformierten Objektes und des urspriinglichen Objektes gleich der
Determinanten der Transformationsmatrix.

Nicht umkehrbare Operationen sind solche, die die Dimensionalitét des n-dimensionalen Kérpers
reduzieren (den Korper "plattdriicken™). Die entsprechende nxn Transformationsmatrix ist singulér,

ihre Determinanteist gleich null und ihr Rang, der besagt, auf wieviele Dimensionen die Operation den
urspringlichen Korper reduziert, ist niedriger als die Dimension der Matrix.

Orthogonale Transformationen

Orthogonale Matrizen sind solche, deren Transponierte der Inversen entspricht (CCT=CTC=l). Dies
bedeutet, dass das Produkt der Multiplikation eines Kolonnenvektors mit einem Zeilenvektor immer
gleich null ist, ausser bei der Multiplikation mit sich selbst, was 1 ergibt (d.h. die Lange des Vektors

ist gleich 1, da [ja| = va'a).

Die Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix ist eine orthogonale Transformation. Da die
Determinante einer orthogonalen Matrix entweder +1 oder -1 ist, werden durch orthogonale
Transformationen die Korper nicht verzerrt und die n-dimensionalen VVolumina (Flache, wenn 2
Dimensionen) bleiben unverandert.

Die orthogonale Transformation entspricht einer Rotation (wenn die Determinante der orthogonalen
Matrix =1 ist) oder einer Rotation plus Inversion (engl. improper rotation) wenn die Determinante = -1
ist. Die einzelnen Elemente der orthogonalen Matrix entsprechen Winkelfunktionen.

Im zweidimensionalen Fall, kann eine Rotation mit einem einzigen Winkel beschrieben werden. Die
Rotationsmatrix ist dann fur eine Rotation um den Winkel a.im Gegenuhrzeigersinn:

[ coso.  -Sino }
sino.  cosal
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Im zweidimensionalen Fall ist leicht einzusehen, dass die Rotation eines Punktes um o. Grad einer
Rotation des Koordinatensystems um -o. Grad entspricht.

Fur den mehrdimensionalen Fall gilt fir die Koordinatentransformation :

C0sfy; COSO5q ... COSO,q
cosf;, CO0SO,, ... COSO,H
C0sf,3 COSO,3 ... COSO,,

0;; ist dabei der Winkel zwischen der i-ten Koordinate im alten Koordinatensystem und der j-ten

Koordinate im neuen Koordinatensystem. (Auch der zweidimensionale Fall entspricht genau dieser
Formel, da cos(o+900)=-sino. und cos(o-900)=sinc).

Geometrische Interpretation der Multiplikation mit speziellen Transformationsmatrizen

Man kann zeigen, dass die Multiplikation mit einer beliebigen Matrix T auf die Multiplikation mit drei
einfachen Matrizen zuriickgefiihrt werden kann. Es gilt immer, dass T=PAQT, wobei P und Q

Rotationsmatrizen sind und A eine diagonae Matrix (Streckungsmatrix) it.

Hier werden zunéchst Transformationsmatrizen fir einfache geometrische Operationen behandelt. Um
die geometrische Wirkung nachvollziehen zu kdnnen, ist es sinnvoll, die Transformation auf eine
Punkteschar (Matrix X, 9 Punkte im zweidimensionalen Raum) wirken zu lassen:

X_[111222333
L012012012

Bemerkung: Man kénnte mit der Transponierten der Matrix X arbeiten, und dann miisste man jeweils
mit der Transponierten der Transformationsmatrix postmultiplizieren, daA=TX=(XTTT)T.

Ubung

Um die geometrische Wirkung der Matrixmultiplikation zu erfahren, ist es dringend
empfohlen die folgenden Ubungen mit dem Tabellenkalkulationsprogramm Excel
selbsténdig auszufihren. Man soll dabei die oben angegebene Matrix in einem "Chart”
abbilden, und die transformierten Punkte daneben in einem anderen. Dies kann z.B.
folgendermassen aussehen:
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StreckTransTormChart ] I S reckTransform

A|B|e|o|E|F|&E|H|N|.
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1. Reflexion: T= [01 8
: —_J01
2. Permutation der Achsen: T= 10
~—T20
3. Zentrle Dehnung: T=| 5

4. Rotation um 450: T= [ %77%77 8;8?

(Andere Werte konnen fir coso. und sina. eingesetzt werden)
" 117, 11 ab] _ [ atc b+d
s.osear T=[51]: [o1] [2a] =[]

6. Trandation

Alle Transformationen kénnen mit Matrixmultiplikationen vom Typ X*=TX durchgefiihrt
werden ausser der Translation (X*=T+X). Mit einer Erweiterung der urspriinglichen
Matrix X mit einer Zeile (17) und der Transformationsmatrix mit einer Zeile und einer
Kolonne kann aber auch die Translation mit einer Matrixmultiplikation durchgefihrt

werden:
a+h b+h

Die Transformation: [23] --> [ c+k d+k] kann mit der folgenden Matrixmultiplikation

erzielt werden:
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1 ab at+h b+h
RUBIREE
0 11 1 1
Wenn man die urspriingliche Matrix zentrieren will, dann wird man die Mittelwerte der

einzelnen Zeilen von den Werten der urspringlichen Matrix abziehen (vgl.
Zentrierungsmatrix der Ubung).

0
1
0

=X

GeomTransformChart1 = GeomTransfMatrin ===
. A|lB|C|D|E|F|G|H]|1 |8
3 1 |Urspriingliche Matrtix
21 . . . 2 1 1 1 2 2 2 3 3 3
3 i 1 2 ] 1 2 ] 1 z2
14 n n n 1 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 |Transformierte Matrix
——t+—Ff1—"—=—2 "5 1 -1 -1 0 0 0o 1 1 1
-3 -2 -1, 1 203 7]1-t 0 1 -1 0 1 -1 0 1
B8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
_2__ 9
_zl _10 Transformationsmatrix
11 1 o -2
1z o 1 -1
GeomTransformChart2 13 0 0o 1
14
3 15 |
16
2 17
m i m 18 |
19
20
-3 -2 - 2 3 21
w- 1 & 21
-z 23
24
= 25

7. Kombinierte Transformationen.

Wird eine Matrix X nacheinander mit der Transformationsmatrizen T und Q transformiert
(X*=QTX), ist das Resultat gleich, wie wenn man die Operation X*=SX durchfihrt,
wobel S=QT (die Matrixmultiplikation ist assoziativ). Im allgemeinen wird das Resultat
der Transformationen in umgekehrter Reihenfolge (X**=TQX) verschieden vom
urspriinglichen Resultat (X*#X** daim algemeinen QT=TQ). Man soll im Rahmen der
Ubung diese Félle ausprobieren.

Man kann zeigen, dass jede beliebige Transformation auf eine Kombination von drei
Operationen: Rotation (oder Rotation und Inversion) + Strecken + Rotation zurlickgeftihrt
werden kann.

Kapitel 2. 2. Vektoren und Matrizen, Excel



27

Transformation durch Anderung der Basis

Matrixmultiplikationen wurden bisher geometrisch so interpretiert, dass die m Koordinaten eines
Punktes (definiert in einem m-dimensionalen Vektor) oder n Punkten (definiert in einer mxn-Matrix) in

neue K oordinaten transformiert werden. Im Falle von reversiblen Transformationen gibt es eine andere
geometrische Interpretation. Danach bleibt der Punkt (bzw. die Punkte) an Ort und Stelle, aber das
Koordinatensystem wird verandert. Im Falle einer Rotation ist es anschaulich einsehbar, dass eine

Rotation eines Punktes um +o.© der Rotation des Koordinatensystems um -o.0 entspricht. Im Falle

nicht orthogonaler Transformationen ist das geometrische Bild etwas komplizierter, da
nichtorthogonale Transformationen auch die Winkel zwischen den Koordinatenachsen andern.

Eine Transformationsmatrix T erzeugt aus der urspringlichen orthogonalen Basis E eine neue Basis
F, die durch F=ET T gegeben ist. Die Koordinaten eines Punktes x sind in der urspriinglichen Basis
durch den Vektor x gegeben. Die Koordinaten x in der neuen Basis F kénnen wegen Fx'=Ex durch

xf= Fix = (TT)

berechnet werden. (Eine nicht reversible Transformation eines Punktes hat keine aquivalente
K oordinatentransformation, die Transformationsmatrix ist nicht invertierbar).

Ubungsbeispiel
Transformation des Punktes x' [1,2] mit der Transformationsmatrix

T—[ 0.90.44
~L0.6 0.8

1. Berechnung der transformierten Koordinaten x* in der urspriinglichen Basis

2. Berechnung der Koordinaten x' in der neuen Basis.
Zusammenfassung:

1. Transformation eines Punktes in der urspriinglichen Basis:
Transformation X" =Tx , Riicktransformation: x=T"1x"
Fur orthogonale Transformationsmatrizen A:
Transformation: x"=Ax , Riicktransformation: x=ATx"

2. Transformation durch Anderung der Basisvektoren.
Die neue Basis F ist durch F=ET T gegeben.
Transformation: x'=(TT)1x, Riicktransformation: x=T Txf
Fur orthogonale Transformationsmatrizen A:
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Transformation: x'=Ax ( furr eine orthogonale Matrix ist (AT)1 = A),
Riicktransformation: x=ATx

Transformationsmatrix fir die urspringliche Basis

In der Praxis trifft man immer wieder Matrixoperation der Form U-AU an. Diese kénnen
geometrisch folgendermassen interpretiert werden. Man stelle sich eine Transformationsmatrix A in der
urspriinglichen Basis vor. Eine zweite Matrix L soll eine Basistransformation bewirken (F=ELT).
Dann wird die Transformationsmatrix A in der neuen Basis F (Af) folgendermassen gegeben:

Af= (LT2ALT,
Die Operation kann schrittweise veranschaulicht werden: LT transformiert einen Punkt von der F-Basis
in die urspringliche Basis, A fuhrt die Transformation in der urspringlichen Basis aus und
schliesslich transformiert (L 7)1 von der urspriinglichen Basis in die F-Basis zuriick. Wenn L
symmetrischist (L=LT), vereinfacht sich die obere Gleichung zu:

Af=L-1AL
Irreversible Transformationen

Die Multiplikation mit einer Matrix, deren Rang niedriger ist as die Dimension des Vektors, entspricht
einer nicht umkehrbaren Transformation (mit Informationsverlust verbunden), die entsprechende
Matrix ist singulér. Von besonderer Bedeutung sind Projektionsmatrizen. Projektionsmatrizen sind
idempotent (M=MM).

Eine Matrix D, die durch die folgende Operation aus zwei Matrizen erzeugt wird, ist immer idempotent:
D =B(ATB)AT

daDD=B(ATB)IATB(ATB) AT und ATB(ATB)1=E.

Orthogonale Projektion

Ein Speziafall ist die orthogonale Projektion bei der die Projektionsmatrix symmetrisch ist.

Beispiel: Projektion eines Vektors a (im 3D-Raum) auf eine Ebene, die durch zwei Vektoren b, und
b, definiert ist (awird zu a*)
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1. Orthoganilitatsbedingung

(@*-a)Th; =0; (a*-a)Th, =0
d.h.a*Tb; =al by und a*Th, =a’ b, oder: a*TB=a’ B

2. a* istin der Ebene, die durch B definiert ist. Man kann deshalb a* als Linearkombination von zwei
unabhangigen Vektoren, die diese diese Ebene definieren, ausdriicken::

ar = y'pib; =p;b; +pyb, =Bp
daraus a*T = p'BT
Oben eingesetzt: p'B'B =a' B

Wenn BTB invertierbar ist (d.h. die Matrix B hat den vollen Rang, da die Vektoren b; linear
unabhangige Basisvektoren sind) gilt: p' =a' B(BTB)1

und damit: a* = B(BTB)1BTa

11
Beispied mit B = [10}
01

1 1
[t 10 2 1
101 1 2
0 1
-1 2 -1
(BTB) _1
3-1 2
11 213 13 13

1 2 A1 1 0
B(BTB) BT-11 o |13 23 -1/3
3 -1 2010 1
1 13 -1/3 2/3
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Die orthogonale Projektion ist bel der Regressionsanalyse von besonderer Bedeutung (vgl. auch die
Notation in der folgenden Abbildung):

Die Quadratsummen entsprechen den quadratierten Langen der Vektoren (vgl oben). Im Falle der
projizierten Vektoren vereinfachen sich die Resultate, weil die Projektionsmatrix symmetrisch und
idempotent ist:

S92 =Py)T(PY) =yTP TPy =yTP,P,y =yTPy =yTy

Es ist auch Kklar, dass die beiden Vektoren, die durch orthogonale Projektionen entstanden sind, as
Summenvektor den urspriinglichen Vektor ergeben:

y= ny + (l 'Px)y
N N
y=y+e
Der Rang der nxn Projektionsmatrix P,=X (X TX)1XT ist gleich der Spur dieser Matrix und somit
gleich der Spur der pxp Matrix X TX(XTX) (Spur(AB) = Spur(BA)) und ist damit gleich | ,=p,
wenn die Matrix X die Dimension nxp hat. Dieser Zusammenhang ist deshalb nitzlich, weil die

Freiheitsgrade, die mit den durch yTP,y erhaltenen Quadratsummen verbundenen sind, durch den
Rang der Projektionsmatrix gegeben sind.

Ubung

Berechnen Sie die Projektionsmatrix P, fur die Projektion auf eine Ebene, die durch die
Vektoren x,=(0,1,1)T und x,=(1,1,0)T definiert ist. Berechnen Sie die Spur von P,.
Projizieren Sie den Vektor (1,1,1) Tauf diese Ebene und berechnen Sie den Abstand dieses
Vektors von der Ebene. Skizzieren Sie die geometrischen Zusammenhange.
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